ineas paralelas, distancias
suma de angulos

3 LINEAS PARALELAS

=== paralelas son lineas rectas que estan en el mismo plano y que no se intersectan a si mismas, sin importar queé
& lejos se extiendan. El simbolo para la condicién de paralelismo es |; asi, el simbolo ABIIED significa: ““la linea AB
i pa alela a la linea CD"'. En los diagramas, el uso de flechas es para indicar que las lineas son paralelas (Fig. 4-1).

E
YA

— i/2
— A B
A

e —— 4/3
——— G =7 D
¢ 2 /

F
Fig. 4-1 Fig. 4-2

. - - -
Una transversal a dos o méas lineas es aquélla que las corta. Asi, en la figura 4-2, EF es una transversal de AB y CD.
Los angulos internos formados por dos lineas cortadas por una transversal, son los éngulos entre las dos lineas,
seniras que los dngulos externos soh aquellos que estan por fuera de las lineas. Por lo tanto, de los ocho angulos

wmados por;ﬂ@ y €D cortadas por EFen la figura 4-2, los &ngulos internos son L1,/ 2,/ 3y [ 4;los angulos externos
.5/ 6,/ Tyl8

1A Pares de éngulos formados por dos lineas cortadas por una fransversal

=s dngulos correspondientes de dos lingas cortadas por una transversal, son los angulos situados en gl mismo lado
= | transversal y en el mismo lado de las lineas. En la figura4-3,/ 1y / 2 son angulos correspondientes de las lineas

Sy CD, cortadas por la transversal £F. Notese en este caso, que ambos angulos estan a la derecha de a R
zbajo de las lineas.
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Cuando dos lineas paralelas son cortadas por una transversal, los lados de dos angulos correspondientes forman
una F mayuscula en distintas posiciones, tal y como se muestra en la figura 4-4.

T

Fig. 4-4

Los éngulos’-qi_r_qmps internos de dos lineas cortadas por una transversal, son los dos angulos no adjuntos entre
las dos lineas y en lados opuestos a la transversal. Asi, / 1y / 2enla figura 4-5 son angulos alternos internos de las

_/E

A /2/ B
2 2

o4 / D

F
Fig. 4-5

lineas AB y 55, cortadas por la transversal E‘?‘. Cuando dos lineas paralelas son cortadas por una transversal, los lados

de dos angulos alternos internos forman una Z o una N mayusculas en distintas posiciones, tal Yy COmMo se muestra en
la figura 4-8.

Cuando dos lineas paralelas son cortadas por una transversal los angulos internos del mismo lado de Ia transversal
se localizan muy fécil porque forman una U mayulscula con sus lados (Fig. 4-7).

LSS - S

Fig. 4-7
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Principios sobre lineas paralelas

=210 1:  a través de un punto dado gue no esté en una recta dada, puede dibujarse una y sdlo una paralela a
m=a dada. (Postulado de las lineas paralelas)
Sor consiguiente, en la figura 4-8, ya sea [/, o /,, pero no ambas, puede ser paralela a /,.

Il_ i: l![
!g /
Fig. 4-8 Fig. 4-9

racién de que dos lineas son paralelas

=10 2:  dos lineas son paralelas si un par de éngufos correspondientes es congruente.
Por eso, en la figura 4-9, Llll,sil_a&( b.

3P0 3:  dos lineas son paralelas si un par de dngulos alternos internos es congruenis.
i, en la figura 4-10, /||, si L e = [ d.

4 !
A .
/d /f Iy

Fig. 4-10 Fig. 4-11

mciPio 4:  dos lineas son paralelas si dos dngulos internos del mismo lado de la transversal son suplementarios.
E£n la figura 4-11, LI/, si L_e y [_f son suplementarios.

WCIPIO 5:  un conjunto de lineas es paralelo a una misma linea si todas son perpendiculares a ella. (Las perpen-
miares a una misma linea son paralelas.)
Por eso, en la figura 4-12, [,11L, v /, y I, son perpendiculares a /.

AR 3 2t
bR :
— L

Fig. 4-12 Fig. 4-13

=mcipio 6:  Un conjunto de lineas es paralelo entre si, si todas son paralelas a yna misma linea. (Lineas paralelas
= misma linea, son paralelas entre si.)
Asi, en la figura 4-13, L |l/, si I, y I, son cada una, paralelas a /..

spiedades de lineos paralelas

|NCIPIO 7:  si dos lineas son paralelas, todo par de dngulos correspondientes es congruente. (Angulos correspon-
‘es de lineas paralelas son congruentes.)
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En la figura 4-14, si [ ||}, entonces [ a = [ p.

/{l, I 7/ 4
d

7% . 7 -

Fig. 4-14 Fig. 4-15

PRINCIPIO B: s/ dos lineas son paralelas, todo par de dngulos alterncs internos, es congruente. (Los dngulos alternos
internos de lineas paralelas son congruentes.)
En consecuencia, en la figura 4-15, si L,ll/, entonces [ c = [ d.

Principio 9:  si dos lineas son paralelas, entonces los dngulos internos del mismo lado de la iransversal son suple-

mentarios.
Por eso, en la figura 4-16, si /,|ll,, /_e y [_f son suplementarios.

i I L

of
€
A
/

Fig. 4-16 Fig. 4-17

la

Principio 10:  si dos o mas lineas son paralelas, entonces una linea perpendicular a una de ellas es perpendicular
también a las otras. 4

En la figura 4-17 si /|l y I, L {,, entonces I, L /,.

Principio 11: si dos o mds lineas son paralelas entre si, entonces una linea paralela a alguna de ellas también lo
es de las otras.

Asi, en la figura 4-18, si LlIL, y 1,1/, entonces L,||/,.

L

Iy

Fig. 4-18

PRINCIPIO 12:  si los lados de dos dngulos son respectivamente paralelos entre sf, entonces ya sea que las dngulos
son congruentes o son suplementarios.

En la figura 4-19, si [1ll; y Llll,, entonces [_a =/ b y también [_a y [_c son suplementarios.

L
ls

e/ b

Fig. 4-19
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EMAS RESUELTOS

ApLICACIONES NUMERICAS DE LINEAS PARALELAS !
cada parte de la figura 4-20, encuentre la medida x y la medida y de los angulos indicados.

(b) (©

fe)
Fig. 4-20

Respuestas
W

(a) x = 130° Lr{:pr-ir:«::ipin 8). y = 180° — 130° = 50° (principio 9).

() x = 80° (principio 8). y = 70° (principio 7).

(©) x = 75° (Srincipio 7). y = 180° — 75° = 105° (principio 9).

(d) x = 65° {principio 7). Dado que m{ B = mL A, mL B = 65°. En consecuencia y = 65° Ifir[|:f'|'-in<;ip'ii:: 8).
e x = 30v {princ‘ipio‘B). y = 180° — (30" + 70°) = 80°"Eprincip,io 9).

(f) x = 180° — 110° = 70° (principio 9). y = 110° (principio 12).

) APLICACION DE LOS PRINCIPIOS SOBRE LINEAS PARALELAS Y SUS CONVERSOS
~ Las siguientes demostraciones breves se refieren a la figura 4-21. En cada una se da la primera proposicion. Diga
1 qué principio sobre Iineas paralelas se justifica cada una de lag proposiciones restantes.

E G 4 \i-’;.-}k ’
= L
: 2 ' i, &
A a B e \é‘ I,\E.
ol
1 g A
c / 5 4 / D '

F H
Fig. 4-21
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(@)

—L

A
2. ABlICD

3. L3=/4

-

. EEELB
2. EFIIGH

3. L4sup. L5

Respuestas

(@)
(®)
©
(@)

w1

2: Principio 3; 3: Principio 7.

2: Principio 2; 3: Principio 9.

2: Principio 4; 3: Principio 8.

2: Principio 5; 3: Principio 10.

GEOMETRIA PLANA 4
(¢) 1. L. 5sup. [ 4 1. Dado
2. EFIIGH 2. ¢
3.3/ 68 qokg
(@) 1. EFLAB, GH.AB, EFICD 1. Dado
2. EFlIGH 2. 9
3. CDLGH 3. 2

4.3  APLICACIONES DE LOS PRINCIFIOS SOBRE LiNEAS PARALELAS AL ALGEBRA
En cada parte de la figura 4-22 encuentre x y y. Suministre la razén para cada ecuacién obtenida en el diagrama.

/ Ltz ) —
Py —f— 4y z+y
-2y
B 24 - 150°
y+107
(a) (b) (c)
Fig. 4-22
Respuestas
(8) 83x—20=2x (principio 8)
X =20°
¥y + 10 = 2x  (principio 7)
Yy + 10 = 40
¥y = 30°
(b) 4y = 180 — 92 = 88 (principio 9)
y = 22°
X+ 2y =92 (principio 7)
X + 44 = 92
X = 48°
¢y (1) x + y =150 (principio 8)
(8 x—-2y= 30 (principio 9)
3y = 120 (Post. Subs.)
y = 40°
x + 40 = 150
X= 110°
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RESOLUCION DE UN PROBLEMA SOBRE LINEAS PARALELAS

Dado: AB=AC D
AE|IBC
Demuéstrese: AL bisecta | DAC 4L
- Plan: Demuséstrese que los angulos /1y [ 2 3 =

son congruentes con los angulos congruentes B y C.

B C
STRACION:

Proposiciones Razones
1. AEIIBC 1. Dado
2 [1=/8B 2. [ = correspondientes de' lineas || son &,
3. [2=2[C 3. [ = alternos internos de lineas || son &,
4 AB = AC 4. Dado
B Bz C 5. En un triangulo, [ = opuestos a lados = son =,
=2 6. La congruencia entre objetos congruentes implica la congruencia
] entre ellos mismos.
7. AE bisecta [_DAC. 7. Bisectar es dividir en dos partes congruentes.

RESOLUCION DE UN PROBLEMA SOBRE LINEAS PARALELAS FORMULADO EN PALABRAS
Demuéstrese que si las diagonales de un cuadrilatero se bisectan entre si, entonces los lados opuestos son pa-

Dado: ABCD un cuadrilatero
AC y BD se bisectan entre si.
Demuéstrese: AB||CD
AD||BC
Plan: Demuéstrese que /1 =/ 4 probando que Al = All.
Demuéstrese que [_2 =/ 3 probando que Alll = AlV.

OSTRACION:
Proposiciones Razones

1. AC y BD se bisectan Dado

2. BE=ED, AE2 EC . Bisectar es dividir en dos partes congruentes.

3. /5=/86,/7=2]8 [ = verticales son .

4. Al = Al Al 2 AV [ = supl. 2 /= supl.

5. L 1=2[4[2=[3 Partes correspondientes de tridngulos congruentes son =.

8. ABIICD, BC||AD Lineas cortadas por una transversal son || si los [ s alternos internos son =,

o kN

DISTANCIAS

Distancias entre dos figuras geométricas

distancia entre dos figuras geomeétricas es el segmento de linea recta mas corto entre las figuras.
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La distancia entre dos puntos Py @ en la figura 4-23(a), es el segmento de linea PQ entre ellos.

La distancia enire un punto y una linea, como Py ABen {b) es el segmento de linea PQ; esto es, |a perpendicular
del punto a la linea.

La distancia entre dos paralelas, como AB y ED en { ), es el segmento PQ; esto es, una perpendicular entre las
paralelas.

La distancia entre un punte y un circulo, como P y el circulo O en (d), es PQ: esto es, el segmento de OP entre
el punto y el circulo.

La distancia entre dos circulos concéntricos, como los dos circulos cuyo centro es O, en (), es PQ, el segmento
del radio mayor entre los dos circulos.

B
e 5
p P g ey 7
(a) (b) (c)
P
Q C
(d) )
Fig. 4-23

Principios relacionados con la distancia

Princieio 1:  si un punio esta en el bisector perpendicular de un segmento de linea, entonces es equidistante de los
exiremos del segmento.

Esto es, si P estd en CD, el bisector L de AB en la figura 4-24, es entonces PA = PB.

PRINCIPIO 2:  si un punio es equidistante de los extremos de un segmento de linea, entonces estd en el bisector per-
pendicular al segmento de linea. (El principio 2 es el converso del principic 1. )

En la figura 4-24, si PA = PB entonces P estd en CD el bisector 1 de AB.

D ' R

Fig. 4-24 Fig. 4-25
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==0 3:  sf un punio esid en el bisector de un angulo, entonces es equidistante a los lados del angulo.

Por o tanto, si P estd en AB, el bisector del /_A en la figura 4-25, entonces PQ = PR, donde PQy PR son las distan-
= o= P a los lados del angulo.

0 4 siun punto es equidistante de los lados de un dngulo, entonces estd en el bisector del &ngulo. (El princi-
‘= =s el converso del principio 3.)

Por lo cual, si PQ = PR, donde PQ y PR son las distancias de P a los lados del /_A en la figura 4-25, entonces
=22 en fB, el bisector de [_A.

°10 6: dos punios, cada uno ds ellos equidistante de los extremos de un segmento de linea, determinan al bi-
= _:perpend;‘cu.*ar del segmento de linea. (La linea que une los vértices de dos triangulos isdsceles, con base comiin,
= Disector perpendicular de la base.)

De este modo, si PA = PB y QA = GB en la figura 4-26, entonces P y Q determinan CD, el bisector L de AB.
C

Q
D

Fig. 4-26 Fig. 4-27

NCIPIO 6:  Jos bisectores perpendiculares de los lados de un tridgngulo se cruzan en un punto, el cuai es equidistan-
* 2 los vertices del tridngulo. AT ALLRI B

~ AsisiP es lainterseccidn de las bisectrices del AABC en la figura 4-27, entonces PA = PB 2 PC. F es el centro
‘circulo circunscrito y se le denomina circuncentro del AABC.

MNCIPIO 7 las Disectrices de los angulos de un triangulo se encuentran en un punto, el cual es equidistante respec-
> de los lados del lridngulo. .
De esta manera, si Q es la interseccion de los bisectores de los angulos del AABC en la figura 4-28, entonces QF
= 0S5 = QT, las distancias de Q a los lados del AABC. Q es el centro del circulo inscrito y se denota como el incentro
2=l AABC.

PROBLEMAS RESUELTOS

4.6 DETERMINACION DE DISTANCIAS

A continuacion, encuéntrese la distancia e indiguese el tipo de distancia del que se trata. En la figura 4-29(a) de
PaA; (b)de PacCD;(c)de A aBC; (d) de AB a CD. En la figura 4-29(b), encuéntrese la distancia (e) de P al circulo
nterior O, (f) de P al circulo exterior O; (g) ertre los circulos concéntricos.
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Fig. 4-29
Respuestas

(a) PA = 7, distancia entre dos puntos.

(b) PG

4, distancia de un punto a una linea.
(c) AE = 10, distancia de un punto a una linea.

(d) FG = 6, distancia entre dos lineas paralelas.

(e) PQ =12 -3 = 9, distancia de un punto a un circulo.
(fy PR =12 -5 = 7, distancia de un punto a un circulo.
(g QR = 5-—3 = 2, distancia entre dos circulos concéntricos.

i 4.7 LOCALIZACION DE UN PUNTO QUE SATISFAGA CONDICIONES PREESTABLECIDAS
En la figura 4-30:

Fig. 4-30

'“l (a) Localice P, un punto en BC equidistante de A y C.
(b) Localice Q, un punto en AB equidistante de BC y AC.
i (c) Localice R, el centro del circulo circunscrito sobre AABC.

(d) Localice 5, el centro del circulo inscrito en AABC.

Respuestas
Véase la figura 4-31.

(a) Utilice el principio 1 (b) Utilice el principio 3 (¢) Utilice el principio 6

Fig. 4-31

= B B B
4 ;
Q
A SN
i A— =g A ¢ A——¢

B .
ﬁ\
A c

(d) Utilice el principio 7
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APLICACION DE LOS PRINCIPIOS 2 ¥ 4
Para cada AABC en la figura 4-32, describa a P, Q y R como punios equidistantes y localicelos sobre un bisector.

@ (b)
Fig. 4-32

Respuestas

{g8) Dado que P es equidistante de A y B, esta en el bisector | de AB. Dado que Q es equidistante de B ¥
C_,esté en el bisector L de BC. Dado que R es equidistante de A, B, C, esta en los bisectores 1 de
AB, BC y AC.

(b) Dado gue Ples equidistante de AB y BC esta en el bisector del [_B. Dado que Q es equidistante de BC

y AC esta en el bisector del /| _C. Dado que R es equidistante de AB BC y AC esta en los bisectores
delos A LByl C

APLICACION DE LOS PrinCIPIOS 1, 3,6 Y7
Para todo AABC de la figura 4-33, describa a P, Q, R como puntos equidistantes. También describa a R como
=ntro de un circulo.

: b
@) Fig. 4-33 %

Respuestas

{a) Dado que P esta en el blsector del L A, es equidistante de AB Y AC. Dado que @ esta en el bisector
de i_B es eqmdistanm de AB y 8C. Dado que R esta en los bisectores de / A y /| B, es equidistante
de AB BC y AC. R es el incentro del AABC, esto es, el centra de su circulo inscrito.

(b) Dado que P est4 en el bisector L de AB, es equidistante de A y B. Dado que O esta en el bisector | de

AC, es equidistante de A y C. Dado que R esta en los bisectores | de AB y AC es equidistante de A,
By C. R es el circuncentro de AABC, esto es, es el centro de su circulo circunscrito.

APLICACION DE LOS PRINCIPIOS 1,3, 6 Y 7
En cada parte de la figura 4-34, _ncuentre dos puntos equidistantes a los extremos de un segmento de linea y
ien el bisector perpendicular determinado por los dos puntos.
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B A
e = B c
E
5 AL 4
E D A D
(@) (b) (e)
Fig. 4-34

Respuestas
(8 By D son equidistantes de A y C. Por lo tanto BE es el bisector L de AC.
(p) Ay D son equidistantes de B y C. Por lo tanto AD es el bisector L de BC.

(¢) By D son equidistantes de A y C; por lo tanto BD es el bisector L de AC. A y C son equidistantes de E|
y D; por lo tanto AC es el bisector L de BD.

4.3 SUMA DE LAS MEDIDAS DE LOS ANGULOS DE UN TRIANGULO

Los angulos de cualquier tridngulo pueden separarse como en la figura 4-35(a) v en seguida colocarlos juntos coma
se muestra en (b). Los tres anguios forman un angulo derecho.

(a) (b)
Fig. 4-35

Es posible demostrar que la suma de las medidas de los angulos de un triangulo es igual a 180°, mediante el traza-
do de una linea que pase por uno de los vértices del triangulo y que sea paralela al lado opuesto del vertice en cuestion.
En la figura 4-35(c}, MN se traza por B y es paralela a AC. Notese que la medida del angulo derecho en B es igual
a la suma de las medidas de los angulos del AABC; esto es, a® + b® + ¢® = 180°. Cada par de angulos congruentes
es un par de angulos alternos internos de lineas paralelas. -

4.3A Angulos internos y externos de un poligono

Se forma un angulo externo en un poligono, siempre que uno de sus lados se extienda por el vértice. Si cada uno de
los lados de un poligono se extiende como se muestra en la figura 4-36, puede observarse la formacion de un angule
externo en cada vertice. Cada uno de los angulos externos es suplementario de su angulo interno adjunto.
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Fig. 4-36

Asi, en el caso del pentdgono ABCDE habra cinco angulos externos, uno en cada vértice. Notese que cada angulo
mo es el suplemento de un angulo interno adjunto. Por ejemplo: m/f_a + ml_a = 180°,

Principios sobre la suma de las medidas de angulos

Nciplo 1 la suma de las medidas de los dngulos de un tridngulo es igual a un dngulo derecho, esfo es, a 180°.
Asi, en el AABC de la figura 437, m._ A + ml. B + m/_C = 180°.

B
AAC

Fig. 4-37

RINCIPIO 2: s/ dos dngulos de un tridngulo son congruentes respectivamente a dos angulos de ofro tridngulo, enton-
‘los dngulos restantes son congruentes.
Asi, en los AABC y AA'B'C' en la figura 4-38,si/ A= A'y[ B=/ B entonces [ C =/ C.

¢ A D

Fig. 4-38 Fig. 4-39

INGIPIO 3:  [a suma de las medidas de los angulos de un cuadrifdtero es igual a 360°.
En el cuadrilatero ABCD (Fig. 4-39),. mL. A + m{_B + m{_C + ml_ D = 360°.

INCIPIO 41 la medida de cada dngulo externo de un fridngulo es igual a Ia suma de las medidas de sus dos dngulos
internos no adjuntos. :
En el AABC de la figura 4-40, mL_ECB = mL_A + mL_B.

B
A/\c’

3
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Principio 5:  la suma de las-medidas de los dngulos externos de un triangulo es igual a 360°.
En el AABC de la figura 4-41, m{_a" + m/_b' + ml_¢" = 360°.

a C E A C

Fig. 4-41 Fig. 4-42

PrincIFIO 6: [a medida de todo dangulo de un triangulo equildtero es de 60°.
Asi el AABC en la figura 4-42 es equilétero, entonces mi._ A = 80°, m{_ B = 60° y m[._C = 860°.

PrINCIPIO 7:  [os dngulos agudos de un trigngulo rectangulo son cdmpfemenrarfos.
Asi en el A rectangulo ABC de la figura 4-43, si mL_C = 80°, entonces mL._A + m/_B = 90°.

A[ A
¢ B C B

Fig. 4-43 Fig. 4-44

PRINCIPIO 8: [a medida de todo dngulo agudo en un tridngulo isosceles es igual 2 45°,
En el A rectangulo isosceles ABC de la figura 4-44, si m{_C = 90°, entonces mL_A = 45° y m{_B = 45°.

PRiNCIPIO 9:  un triangulo no puede teher mas que Un dnguio recio.
Asi en el A rectangulo ABC de la figura 4-43, si m{_C = 90° entonces [ A y [ B no puaden ser [ = rectos.

Princirio 10:  un fridngulo no puede tener mds de un angulo obiuso.
En el AABC obtuso de la figura 4-45, si [ _C es obtuso entonces L_A y [_B no pueden ser angulos obtusos.

c

Fig. 4-45

Principio 11:  dos dngulos son congruentes o suplementarios si sus lados son respeclivamente perpendiculare:

enfre si.
En la figura 4-46, si{ 1/, y I, LI, entonces [ a=[ byl ay/l c son suplementarios.
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MAS RESUELTOS

EJemPLOS NUMERICOS DE LOS PRINCIPIOS DE LA SUMA DE ANGULOS
cada uno de los incisos de la figura 4-47, determine x y y.

Respuestas
(@ x+ 35+ 70 =180 _ (Pr. 1) (¢) Dado que ABLDE, x = 50 +
X = 75°/ ¥y =X+ 45 (Pr. 4)
¥+ 110 + 25 = 180 . (Pr. 1) ¥ =50 + 45 = 95°
y = 4507 PR
Verificacidn: la suma de las medidas (f) Dado que ABIICD, 2x + 80 = 180
de los angulos del cuadrilatero ABCD : 2x = 100
debe ser igual a 360°. x = 500
70 + 120 + 110 + 60 = 360 ¥y = x + 80° {Pr. 4)
360 = 360 y = 50 + 80 = 130°
(b) xes[_ ext del Al
x = 30 + 40 (Pr. 4)
x = 70°/

yes [ _ext del AMABC
y=m_B + 40 / (Pr. 4)
y = 85 + 40 = 125°

(¢) Enel AABC, x + 65 =90 (Pr. 7)
xuss 2580
Enel Al, x + y = 90 (Pr. 7)
25 + y=480
y = 65° ;
T W
{d) Dadoque DCLEB, x = 80
X+ y + 120 = 360 (Pr. 5)
80 + y + 120 = 360
y = 1509/
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4.12 APLICACION DE LOS PRINCIPIOS DE SUMA DE LAS MEDIDAS DE AncuLos A TRIANZULOS ISOSCELES Y EQUILATEROS
Determinese x y y en cada inciso de la figura 4-48.

Tk 5
AR
A
O ’
//1 ‘Pf 20
11
C
1255/15 % 55 o
B G @ bisects LB
D bisects £ C
(a) (¢)
Respuestas
(a) Dado que AB = AC entonces [ 1= [ x (¢) Dado que AB = AC, L ABC = [ ACB
x = 180 — 125 = 55° 2x + 80 = 180 (Pr. 1
2x + y = 180 (Pr. 1) X = 50°
110 + y = 180 En Al lx + ix + y =180 (Pr. 1
y = 70° X + y= 180
50 + y = 180
() Del Pr.8, x = 45° y = 130°
Dado gue m!{_ABC = 60° (Pr. 6)
y m{_CBD = 45° (Pr. 8)
y = 60 + 45 = 105°
4.13  APLICACION DE RAZONES A LA Suma DE MEDIDAS DE AncuLos
Determinese la medida de cada angulo.
(a) De un triangulo si las medidas de sus angulos estan en la proporcion 3:4:5 [Fig. 4-49(a)]
(6) De un cuadrilatero si las medidas de sus angulos esian en la proporcion™3:4:5:6 [(b)]
(¢) De un triangulo recto si la proporcion de las medidas de sus angulos agudos es de 2:3 len
= = 20 5‘3‘"1 24 5 49
SR + 4 4 ' Sy 42
¥ / <42
(B =
T 9
B
12 (¢)
1 5
— 3 -
3 o - b
> = A6
© <
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Hespuestas

{z)  Sean 3x, 4x v 5x las medidas de los angulos. Entonces, del principio 1: 12x = 180, por lo que x = 15.
También 3x = 45, 4x = 680 y 5x = 75. Aesp. 45°, 60°, 75°.

{5) Sean 3x, 4x, 5x y 6x las medidas de los angulos. Entonces, del principio 3: 18x = 360, por lo que
x = 20. También 3x = 80, 4x = 80, etc. Resp. 60°, 80°, 100°, 120°.

{c) Sean 2x, 3x las medidas de los angulos agudos. Entonces, del principio 7: 5x = 90, por lo que x = 18.
También 2x = 36, 3x = 54. Hesp. 36°, 54°, 90°.

APLICACION DEL ALGEBRA EN PROBLEMAS DE SUMA DE LAS MEDIDAS DE ANGULOS

)  Demuéstrese que si la medida de un angulo de un triangulo es igual a la suma de las medidas de los
otros dos, entonces el triangulo es un triangulo rectangulo.

(8) Demuéstrese que si los angulos opuestos de un cuadrildtero son congruentes, entonces sus lados opues-
tos son paralelos.

Respuestas

Dado: AABC, ml. C = ml A+ mLB A
Demuéstrese: AABC es un tridangulo rectangulo.

Plan: Demuéstrese que m/_C = 90°. &
DEMOSTRACION ALGEBRAICA: GEB :
- Sean a = numero de grados en [ A C B
b = ndmero de grados en [ B
Entonces a + b = namero de grados en / C
a+b+(a+b) =180 (Pr. 1)
Pa + 2b = 180
a+b= 90
Como m{_C = 980°, AABC es A rectangulo.
(6) Dado: el cuadrilatero ABCD B c
| LA=1CLBELD [ T
Demuéstrese: ABI|ICD, BCIIAD
Plan: Demuéstrese que los L= int. del mismo lado
de la transversal son suplementarios. A A D

DEMOSTRACION ALGEBRAICA:

Sean a = numero de gradosen/ Ay /[ C,
b = numero de grados en{ By [ D
2a + 2b = 360 (Pr. 3)
a+ b =180

Dado [ Ay [_B son suplementarios, BCIIAD. |
Dado LAy [ D son suplementarios, AB|ICD. |

SUMA DE LAS MEDIDAS DE LOS ANGULOS DE UN POLIGONO

ono, es un figura plana cerrada, acotada por segmentos de linea recta como lados. Un n-gono es un poligono
. Asi, un poligono de 20 lados es un 20-gono.
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B

Pentagono regular

Fig. 4-50

Un poligono regular, es un poligeno equilateral y equiangular. Asi, un pentagono regular es un poligono que tiens
cinco angulos congruentes y cinco lados congruentes (Fig. 4-50). Un cuadrado es un poligono regular de cuatro lados,
|

Nombres de poligonos de acuerdo con su numero de lados

Numero de lados Poligono Ndmero de lados Poligono
3 Triangulo 8 Octagono
4 Cuadrilatero g Nonagono
5 Pentagono 10 Decagono
B8 Hexagono 12 Dodecagono
7 Heptdgono n n-gono

4.4A  Suma de las medidas de los angulos internos de un poligono

Al trazar diagonales desde un vértice hasta cada uno de los otros, como en la figura 4-51, es posible dividir un poligon

de siete lados en cinco tridngulos. Notese que a cada tridngulo le pertenece uno de los lados del poligeno, except
por el primero y el dltimo tridngulos, los cuales tienen a dos de ellos,

Fig. 4-51

En general, con este proceso se divide un poligono de n1 lados enn — 2 triangulos; esto es, el nimero de tridngulos
es siempre el nimero de los lados del poligono menos 2,

La suma de las medidas de los 4ngulos internos de un poligono es igual a la suma de las medidas de los angulos
internos de los triangulos. Por lo tanto:

La suma de las medidas de los &ngulos internos de un poligono de n lados = (n — 2)180°
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Suma de las medidas de los éngulos externos de un poligone

los exterrios de un poligono pueden trazarse juntos de manera que tengan el mismo vértice. Para lograr esta,
algun punto lineas paralelas a los lados del poligono, tal y como se muestra en la figura 4-52. Una vez hecho
observarse que sin irnportar el nimero de lados, la suma de las medidas de los angulos externos es siempre

La suma de los anguios externos de un poligono de n lados = 360°

1

' Principios para éngulos de poligones

» cugiquier poligono

w10 1: s/ S es la suma de las medidas de los angulos internos de un poligono de n lados, entonices
S = n — 2 angulos derechos = (n — 2)180°

- La suma de las medidas de los angulos internos de un poligono de 10 lados (decagone) es igual a 1 440°, ya que
= 8(180) = 1 440,

icipio 2:  la suma de los angulos externos de un poligono es igual a 360°.
'f“taﬁto,_ la suma de los angulos externos de un poligono de 28 lados es de 360°.

r= un poligono regular

SciPlo 3:  si un poligono regular de n lados (Fig. 4-53) tiene un dngulo interno que mide | y un dngulo externo que
2 e (en grados), entonces
bl 180(n — 2) 360

- e:T Y i+ e =180

Claramente, para un poligono regular de 20 lados:
jed1800=2) | yas o SERAINE RN IS - Sep iR il aD
20 20

Poligono regular

Fig. 4-53
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PROBLEMAS RESUELTOS
4.15 APLICACION DE FORMULAS S0BRE MEDIDAS DE ANGULOS EN UN PoLiGono

(a) Calcule la suma de las medidas de los angulos internos de un poligono de 9 lados (exprese la respuesta
en términos de dngulos derechos y en grados).

()  Halle el nimero de lados de un poligono si la suma de las medidas de sus angulos internos es de 3 6800°.
() ¢Es posible que la suma de las medidas de los angulos de un poligono sea igual a 1 89097
Respuestas

() 8 (enéangulos derechos) = n—2 = 9 —2 = 7 angulos derechos; mL_S§ = (n —2)180 = 7(180) = 1 260°.
(b) S (en grados) = (n — 2)180. Entonces 3 600 = (n — 2)180, de donde n = 22.

(¢) Dado que 1890 = (n — 2)180, entonces n = 125. Un poligono no puede tener 12; lados.

4.16  APLICACION DE FORMULAS SOBRE MEDIDAS DE ANGULOS A UN PoLiGono REGULAR %bo _J'JU 2
(8) Cailcule la medida de los angulos externos de un poligono regular de 9 lados. “
W . 3 1 g "f.)
(b) Caleule la medida,de los angulgs internos de un poligono regular de 9 lados: :,6@’(_#__,—-
- A day T 1BoTs) 2 . MO et

(¢) Calcule el nimero de lados d& un poligono r)gguiaési cada uno de sus angulos externos mide 5°.
5.:-.:9___ i g??a = 1

(d) Calcule el numero de Iado%de un JLi::uliugc:-nc: regular, si cada uno de sus angulos internos mid@ 165°,
n8C(m-1L e L +e =190 -—*"Téou

Respuestas 8= N L= AbY A =

(@ Dadoquen =8, mLe = % = 3—82 = 40. Resp. 40°.

(n—2)180 _ (9 - 2)180 _

(b) Dadoquen =9, mLj= = 5 = 140. Resp. 140°.

Otro método: dado quej + e = 180,/ = 180 —e = 180 — 40 = 140.

(c) Al sustiiuire =5ene = %, se tiene 5 = % Entonces 5n = 360, esto es n = 72. Resp. 72 lados. '
= (d) Alsustituiri = 166en/ + & = 180, se tiene que 165 + e = 180 0 e = 15. Entonces, utilizando e = %{2
con e = 15, se tiene que 15 = ?. esto es n = 24. Resp. 24 lados.

4.17  APLICACION DEL ALGEBRA A LA SUMA DE MEDIDAS DE ANGULOS DE UN POLIGONG
Calcule la medida de cada angulo interno de un cuadrilétero (a) si sus angulos internos se representan por x +
10, 2x + 20, 3x — 50 y 2x — 20; (b) si sus angulos externos estan en proporcion 2:3:4:6.

"
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Sespuestas
&)

Dado que las medidas de los [ = internos es de 360°, sumamos:
(x + 10) + (2x + 20) + (3x — 50) + (2x — 20) = 360
8x — 40 = 360
x= 580

Entonces x + 10 = 60; 2x + 20 = 120; 3x — 50 = 100; 2x — 20 = 80. Resp. 60°, 120°, 100°, 80°.

‘Sean 2x, 3x, 4x y 6x los angulos externos. Entonces 2x + 3x + 4x + 6x = 360. La resolucion obtenida
es 15x = 360, esto es x = 24. Por lo tanto, los angulos externos miden 48°, 72°, 96° y 144°,
Los angulos internos son sus suplementos. Resp. 132°, 108°, 84°, 36°.

Ife

s.a.s. (Dos lados y el angulo incluido)

. = a.s.a. (Dos angulos y el lado incluido)

114

s.s.8. (Tres lados)
‘métodos adicionales para demostrar que dos tridngulos son congruentes son:
s.a.a. = s.a.a. (Dos angulos y el lado opuesto)

~hip.c. 2 hip.c. (Hipotenusa y un cateto)

Dos nuevos principios de congruencia

mcipio 1:  (s.a.a. = s5.4.8.) si dos dngulos y el lade opuesto a uno de ellos de un tridngulo son congruentas a las
iies correspondientes de otro, entonces los tridngulos son congruentes.
Sien lafigura 454,/ A=/ A, [ B=/ By BC= B'C' entonces AABC = AA'B'C".

B!

Al C'

A C Fig. 4-54

cirio 2:  (hip.c. 2 hip.c.) en un triangulo rectangulo, si la hipotenusa y un cateto son congruentes con las partes
srrespondientes de otro tridngulo rectangulo, entonces los friangulos son congruentes.

En la figura 4-55, si hip. AB = hip. AB’ y ¢. BC = ¢. B'C entonces A rectangulo ABC = A rectangulo A'B'C'.

AI

Ci’ B!
i p  Fig. 455

En el capitulo 16 se da la demostracién de este principio.
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PROBLEMAS RESUELTOS

4.18 SELECCION DE TRIANGULOS CONGRUENTES UTILIZANDO §.a.a. = §.2.a. O hip.c. = hip.c.

En (a) figura 4-56 y (b) figura 4-57, seleccione los triangulos que sean congruentes y establezca la razon de s
congruencia.

3
I
]
1
Fig. 4-56

35° 609

111 s

7 50° 35°
7

Fig. 4-57

Respuestas

(@) Al'= All hip.c = hip.c. En aAlll, 4 no es hipotenusa.
(by Al= Alll porsaa. =s.aa EnAll 7 es cpuesto a 60° en lugar de 35°. En AlV, 7 esta incluido entre
60° y 35° .

4.19 DETERMINACION DE LA CAUSA DE LA CONGRUENCIA ENTRE TRIANGULOS
En cada incigo de la figura 4-58, es posible demostrar que el Al es congruente con All. Haga un diagrama que
muestre las partes congruentes de cada triangulo y establezca el por qué de la congruencia.

Respuesias

(@) En la figura 4-59(a), Al = All por hip.c. = hip.c.

(b)  En la figura 4-59(b), Al = All por s.a.a. = s.aa. 5
(a) Dado: BDLBC B c (o) Dado: AB=BC
BDLAD FD.AB
ABLCD II FELBE. 05
Demuéstrese: Al = All F es el punto medio de AC.
Demuéstrese: Al = All
I
F; D

Fig. 4-58
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B

II

A D
{a) Fig. 4-59

DEMOSTRACION DE UN PROBLEMA DE CONGRUENCIA

do:  Cuadrilatero ABCD
DF1AC, BELAC
AE = FC, BC = AD
muéstirese: BE = FD

: Demuestrese que Al = All

ACION

Proposiciones Razones
=AD 1. Dado
ELAC 2. Dado
3. Las perpendiculares forman L= rectos y los [ = rectos son congruentes.
4. Dado
5. ldentidad .
6. Si iguales se suman a iguales, las sumas son iguales.
Definicion de segmentos congruentes

7. hip.c. = hip.c.
8. Partes correspondientes de A congruentes son congruentes.

DEmMOSTRACION DE UN PROBLEMA DE CONGRUENCIA FORMULADO EN PALABRAS

AABC isésceles (AB % BC)
AD es la altura de BC

CE es la altura de AB
Demuséstrese: AD = CE

Plan: Demuéstrese que AACE = AACD

CE es la altura de AB.
=
5 AC= AC
Al = AlL

N e

0 Al = Al
MOSTRACION
Proposiciones Razones
\ AB=BC 1. Dado
=L A=/ C e 2. En un triangulo, /= opuestos a lados iguales son iguales.
2 AD es la altura de BC, 3. Dado

Las alturas forman [ s rectos con la base, .. son congruentes.
Identidad

lLa.a. = lLaa.

Partes correspondientes de A congruentes, son congruentes.
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Problemas complementarios

1. En cada inciso de la figura 4-60, calcule x y y.

Fig. 4-60

2. En cada inciso de la figura 4-61, calcilese x y y.

ey

.‘
i

Fig. 4-61
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S Cos lineas paralelas son cortadas por una transversal, halle: (4.3)
Dos angulos alternos internos representados por 3x y 5x — 70
Dos angulos correspondientes representados por 2x + 10y 4x — 50

Dos angulos internos del mismo lado de la transversal y representados por 2x y 3x.

a las demostraciones que se piden en la figura 4-62. (4.4)

Cuadrildtero ABCD 5 c  (b) Dado: 7B =DE

do AB = DE A . B D . E
AB = CD AC || DF ' '
_BC=AD BE[ERE -1 I R i

Estrese: AB|ICD Demuéstrese: AC = DF
BCIIAD -
A D
C F
Fig. 4-62
‘Realice las demostraciones requeridas en la figura 4-63. (4.4)
AB|ICF (b) Dade: AC = BC A B
4 BC||IDE LBl E
Demueéstrese: / 1=/ 3 Demuéstrese: ABIIDE C
D E
dado: Cuadrilitero ABCD 5 (d) Dado: ACIIBD €
' DEIIBC AE bisecta [_A E
_ gl - BF bisecta L B 4 :
Demuéstrese: AB||CD Demuéstrese: BFI|AE 2 B
F
D
Fig. 4-63
Demuéstrese cada una de las siguientes proposiciones: (4.5)

(@)  Silos lados opuestos de un cuadriltero son paralelos, entonces son congrdentes también.
(b) SiABy CD se bisectan en E, entonces AC||BD.

(¢) En el cuadrilaterc ABCD sea BC||AD. Si las diagonales AC y BD se intersectan en E y AE = DE, entonces

(d) AB y €D son paralelas cortadas por una transversal en £y F. Si EG y FH bisectan un par de angulos corres-
pondientes, entonces EGIIFH.
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(¢)  Siuna linea trazada por el vértice B del AABC es paralela a AC y bisecta al angulo formado al extender
el segmento AB, por B; entonces AABC es isdsceles.

7. En la figura 4-64 encuéntrese la distancia que hay de (a) A a B; (b) Ea AC; (c) Aa BC; (d)EDaBC. (4.6

12 D = c

Fig. 4-64 Fig. 4-65

8. En la figura 4-65 determinense las distancias (a) de P al circulo exterior; (b) de P al circulo interior; (c) entre los
circulos concéntricos; (d) de P a O. (4.6)

9. En la figura 4-66:

(a) Localice P, un punto sobre AD, equidistante de By C. Enseguida localice Q, un punto sobre AD, equidistan-
te de AB y BC.

(b)  Localice A, un punto equidistante de A, B y C. Enseguida localice S, un punto equidistante de B, C y D.

(¢)  Localice T, un punto equidistante de BC, CD y AD. Enseguida localice U, un punto equidistante de AB, BC
y CD.

" Fig. 4-66

[

b)

Fig. 4-67
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= cada inciso de la figura 4-67, describa P, Q y R como puntos equidistantes y localicelos en un bisector.

A

oy

(b)
Fig.4-68

(4.9)
(4.11)
() CD bisecta | C.
60°
x [
()
b Fig. 4-69
Calculese x y y en cada inciso de la figura 4-70. 4.12)

{e) AABC es equilatero. o
{d) AABC es equilatero. " BD bisecta /B (f) AABC es equilétero.

€D bisecta L C
Fig. 4-70
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14. Calctilese la medida de cada dngulo. (4.
K De un tridngulo, si las medidas de sus angulos estan en la proporcién 1:3:8.
(b)  De un tridngulo rectangulo, si las medidas de sus angulos agudos estan en proporcion 4;5.
}/De un triangulo isésceles, si la razon entre las medidas de su angulo base al angulo de su vértice es de 1
( De un cuadrilatero si las medidas de sus angulos estan en proporcion 1:2:3:4.
(e) e un trigngulo, uno de cuyos angulos mide 55° mientras que las medidas de los otros dos estan en propo
cion 2:3.
{(f)/  De un triangulo, si la razén entre las medidas de sus dngulos externos es de 2:3:4.
15. Demuéstrese lo siguiente: (4.1
(@  En el cuadrilatero ABCD, si/ A= [ Dy ! B=/ C, entonces BC||AD.
(b)  En dos paralelas cortadas por una transversal, demuésirese que los bisectores de dos angulos intern
en el mismo lado de la transversal son perpendiculares entre si.
16. Demuéstrese que un triangulo es:
(a)  Equilatero si sus angulos se representan como x + 15, 3x — 75 y 2x — 30.
(b) Isosceles si sus dngulos e representan como x + 15, 3x — 35 y 4x.
(¢) Rectangulo si las medidas de sus éngulos estan en la proporcion 2:3:5.
(d)  Un triangulo obtuso si uno de sus @ngulos mide 64° y el mas grande de los otros dos mide 10° men
que cinco veces la medida del méas pesquerio.
17. (a) Calculese la suma de las medidas de los angulos internos (en multiplos de 4ngulos derechos) de un poli
no de 9 lados y de uno de 32 lados. (4.1
(b)  Calculese la suma de las medidas de los angulos internos (en grados) de un poligono de 11 lados; u
de 32 y uno de 1 002.
(c) Calcllese el numero de lados de un poligono si la suma de las medidas de sus &ngulos internos es nf
28 angulos derechos; 20 angulos rectos; 4 500°; 36 000°.
18. (a) Calculese la medida de cada angulo externo de un poligono regular con 18 lados; 20 lados; 40 lados.(4.18

(b) Calculese la medida de cada angulo interno de un poligono regular con 18 lados; 20 lados; 40 lados.

(c)  Calcllese el numero de lados de un poligono regular si cada uno de sus angulos externcs mide 120°; 40°
18°; 2°.

(d) Calcilese el nimero de lados de un poligono regular si cada dngulo interno mide 60°; 150°; 170°
17a%: 179
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Czlculese cada angulo interno de un cuadrilatero si éstos se representan como x — 5, x + 20, 2x — 45
¥ 2x — 30. (4.17)

Calctlese la medida de cada angulo interno de un cuadrilatero si las medidas de sus angulos externos es-

ian en proporcion 1:2:3:3.

cada inciso de la figura 4-71, seleccione los trigngulos que sean congruentes y establezca el criterio de con-
5 (4.18)

Fig. 4-71

 cada inciso de la figura 4-72 se puede demostrar que dos tridangulos son congruentes. Haga un diagrama mos-
ando las partes de ambos triangulos que son congruentes y establezca el criterio de congruencia. (4.19)

B (a) Dado: AABC isésceles (AB = BC) (b) Dado: AB=EF
BD es altura de AC B E ’E Jjk :q?! E 4 zﬂ?
Demuéstrese: Al = All. DG =~ GC

Demuéstrese: AABC = ADEF

G
IT
C TS T R
Fig. 4-72
‘Realice la demostracion que se pide en la figura 4-73. (4.20)

(a) Dado: [B=LD B ¢ (b) Dado: AE=EC

BCIIAD BD L BC

Demuéstrese: BC = AD el BD L AD

E . Demuéstrese: BE = ED
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. (c) Dado: BD ~DC (d) Dado: AC =BD

BD L AE B ¢ AB L AD
DC L AF. CDLAD
A g Demuéstrese: AG bisecta /A : Demuéstrese: AB = CD

c A D
F
Fig. 4-73

23. Demuéstrese lo que se pide a continuacion: (4.27

{a)  Silas perpendiculares a dos lados de un tridngulo trazadas desde el punto medio del tercer lado son co
gruentes, entonces el tridngulo es isdsceles.

(b)  Las perpendiculares trazadas desde un punto en el bisector de un dngulo hasta los lados del angulo, so
congruentes.

(¢)  Silas alturas a dos de los lados de un triangulo son congruentes, entonces el triangulo es isésceles.

(@)  Dos tridngulos rectos son congruentes si la hipotenusa y el angulo agudo de uno de ellos son congruente
con las partes correspondientes del otro.

B
|



